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1 Klasický model statistiky částic 


1.1 Základní přehled bosonů a fermionů 


V nerelativistické kvantové mechanice je stav vícečásticového systému identických částic 
obvykle popsán vlnovou funkcí: 


V(r1,r2,...,rN), 
kde r; označuje prostorové souřadnice (případně i spiny) i-té částice. 
Princip nerozlišitelnosti říká, že pokud vyměníme dvě identické částice (třeba částici s 
indexem 1 a 2), měl by fyzikální stav systému zůstat stejný až na fázový faktor. Konkrétně: 


V(r2,r1,...,rv) = L- Ů(rn,ra,...,rw). 
Tento faktor +1 vede ke dvěma možnostem: 


* Bosony: Vlnová funkce je symetrická, 


V(ro, r,.. s) = + Ur, D,.. „s 


* Fermiony: Vlnová funkce je antisymetrická, 


V(r, ry, PO a) =- V(r, D,.. ae 


Ve formalismu druhé kvantizace se tato symetrie (či antisymetrie) odráží ve tvaru (anti)komutačních 
relací operátorů kreace a anihilace, které generují vícečásticové stavy z vakuového stavu 
|0). Pro bosony získáváme relace 


(ai, aj] = 653, [ai,a;] = [aj, aj] = 0, 
zatímco pro fermiony platí 
(ai, al) = 0 (00k = tal, al) =il); 


Z antisymetrické verze navíc vyplývá Pauliho vylučovací princip (al)? = 0. 


2 Parastatistiky: základní myšlenky a trans- 
formační matice 


Základní ideou parastatistik je rozšíření možností, jak se může mnohačásticový kvantový 
systém transformovat při záměnách identických částic. Namísto pouhého násobení vl- 
nové funkce +1 (či libovolnou fází, např. anyonové statistiky v nižších dimenzích) připouš- 
tíme, že existuje vícerozměrná reprezentace permutační grupy Sw. Tato reprezentace „mí- 
chá“ stav mnohačásticového systému při každé záměně dvou částic, což otevírá cestu k 


* Vav v 
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2.1 Definice a postulát parastatistik 


Nechť Ú(r4,...,ry) je stavová funkce N identických částic, případně s vnitřním indexem 
a náležejícím vícerozměrnému prostoru. Pro libovolné dvě částice s indexy 2, 7 definujeme 
operátor záměny F;;, který: 


(i) zamění prostorové souřadnice (r; © rj), 


(ii) vyvolá unitární transformaci ve vícerozměrném (vnitřním) prostoru indexu a. 


Symbolicky můžeme psát 


Pod asd) = 2M) Was) 


Zde (M) tvoří matici (unitární reprezentaci) permutační grupy Sy. Podmínkami B = 
a tzv. Yang-Baxterovským (grupovým) relačním předpisem 


Fy Fix Fij = Fx Fij Pýp 
se zaručuje, že takto definované operátory skutečně realizují reprezentaci Sy. V běžném 


(jednorozměrném) případě bychom dostali +1, ovšem dim(WM;;) > 1 otevírá dveře k pa- 
rastatistikám. 


2.2 Operátory záměny a maticové reprezentace 


Důvodem pro „para“-rozšíření je tedy připustit dim(W;;) > 1. Každé P se chová jako uni- 
tární operátor ve vyšším rozměru, jenž míchá složky stavu při záměně částic % © 7. V troj- 
(a vyšších) dimenzích se zaměřujeme na symetrickou grupu Sw. (Pro anyony v 2D systé- 
mech je relevantní tzv. braid group.) 


2.3 Greenovy relace, para-bosony a para-fermiony 


Jedním z klíčových důsledků vícerozměrné reprezentace permutační grupy je vznik tzv. 
Greenových relací (někdy též parakomutačních relací) pro operátory, které vytvářejí a ani- 
hilují částice v daných stavech. V běžné druhé kvantizaci se pro bosony uplatňují komutá- 
tory 

Tř 


jsůje (Bad = 88] = 


[a;, a) ij 


Jj 
zatímco pro fermiony platí antikomutátory 
(0 al) = V 100) = fal, al) = 0. 


Vparastatistikách (např. u para-bosonů či para-fermionů) se zavádějí trojčlenné (anti)komutační 
Greenovy relace, které nelze zredukovat na pouhý komutátor či antikomutátor dvou ope- 
rátorů. V případě para-bosonů řádu p mívají tvar: 


1, alba — al a al) = 204 al, 103 8+ = al, al) =. 


dj at x.com as (8VhandleV 4 


zatímco u para-fermionů řádu p se v analogických trojčlenných relacích prohazuje komu- 
tátor a antikomutátor, např. 


[a;, ař] al — al [a;, a)] = 20k al, 
přičemž přísluší i další doplňující vztahy typu [a,a;] = [al,al] = 0 (nebo obdobně s an- 


64 


tikomutátory). Tyto rozšířené vztahy lze chápat jako vyšší (anti)komutační struktury uza- 
vírající parastatistickou algebru. Důležité je, že splňují určité asociativní a grupové poža- 
davky, aby zůstala zajištěna konzistence (například tzv. Jacobiho identita se zde objevuje 
ve formě rozšířené o trojčlenné relace). 


Obsazovací limity a zobecněný Pauliho princip 


Tyto Greenovy relace zajišťují, že parastatistické systémy mají odlišná pravidla pro obsa- 
zení stejného kvantového stavu. Například: 


* Para-fermiony řádu p uspokojují podmínku: 
(aj)P*" |o) = 0, 


což znamená, že do téhož stavu nelze vložit více než p para-fermionů. Pro p = 1se 
vrátíme k fermionům a klasickému Pauliho principu (a')ž = 0. 


* Para-bosony řádu p nemívají striktní omezení na počet částic ve stejném stavu (jako 
to dělá Pauliho princip), nicméně Greenovy relace mění algebraickou strukturu ope- 
rátorů natolik, že jejich (anti)komutační vlastnosti jsou značně odlišné od běžných 
bosonů. 


Vícerozměrné reprezentace a Youngovy diagramy 


V algebraickém jazyce se tak para-bosony a para-fermiony přirozeně popisují jako víceroz- 
měrné reprezentace symetrické grupy S. Každé ireducibilní zobrazení je přitom spojeno 
s jistým Youngovým diagramem, jehož tvar vyjadřuje přípustná obsazení stavu. 


Ukázky Youngových diagramů. Například pro N = 3 částice existují tři základní tvary 
Youngových diagramů: 


První odpovídá úplně symetrické reprezentaci (tak se chovají bosony), druhý je tzv. smí- 
šená reprezentace (tam by spadaly některé typy paračástic) a třetí pak antisymetrické uspo- 
řádání (fermiony). Pro p-parafermion pak typicky vyžadujeme, aby v jedné řadě diagramu 
nebylo více než p „políček“, čímž se zakazuje obsadit stejný stav více než p částicemi. Ve 
výsledku to kopíruje matematickou podstatu (al)e+1 =. 


4 
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Para-bosony vs. para-fermliony v kostce 


Aspekt 


Para-bosony 


Para-fermiony 


Greenovy relace 


Obsazovací limit 


Youngovy diagramy 


V relacích se využívají an- 
tikomutátory © ve. smyslu 
laxajla, — aklasa) = 
20k al 

Nebývá tvrdě omezen (lze ob- 
sadit mnoho částic), ale alge- 
bra se liší od běžných bosonů 
Mohou mít řady neomezené 


V relacích se střídá komutátor 
a antikomutátor [a;, aj] = 
ee. — 2 04 al 


Existuje ostrá limita: (al)?*! — 
0, takže do jednoho stavu lze 
vložit nejvýše p částic. 


Délka řady < p, což odpovídá 


délky, ale s jinou strukturou 
projektorů. 


zákazu mít více než p částic v 
témže stavu. 

Fyzikální důsledky © Připouštějí tzv. „para-bose“ 
kondenzaci, avšak chování se  pacitou p, důležité v teoretic- 
liší od standardního bosonic- kých modelech s vyšší symet- 


kého. rií. 


Obecný „Pauliho princip“ ska- 


Z algebraického hlediska tedy para-bosony a para-fermiony představují různé způsoby, 
jak realizovat vícerozměrné reprezentace permutační grupy. Zatímco u para-bosonů zů- 
stává možnost makroskopické obsazenosti jednoho stavu, trojčlenné relace vnášejí ne- 
standardní korelační efekty. U para-fermionů se pak explicitně projevuje zobecněná verze 
(al)p+1 = 0, která omezuje obsazení a přináší zobecněný Pauliho princip. 


3 Rozdíly oproti anyonům 


3.1 Anyony ve 2D vs paračástice ve 3D 


Ve dvourozměrných systémech se záměna dvou částic řídí braid group (copánkovou grupou) 
namísto symetrické grupy Sw. Místo čistého „plusu“ nebo „minusu“ můžeme dostat libo- 
volnou (Abelovskou) fázi či dokonce ne-Abelovskou maticovou transformaci při obtočení 
jedné částice kolem druhé. Tyto částice se nazývají anyony a získaly zájem především ve 
frakčním kvantovém Hallově jevu a v topologickém kvantovém počítání. 

Paračástice (para-bosony, para-fermiony) naproti tomu předpokládáme hlavně ve 3D 
(nebo vyšších) prostorech, kde se pracuje s permutační (symetrickou) grupou. Na rozdíl 
od anyonů zde nehraje roli topologické obtočení, ale vícerozměrná reprezentace záměny 
částic. 


3.2 Fyzikální realizace 


Anyony byly (byť nepřímo) pozorovány v nízkodimenzionálních elektronových systémech 
(např. frakční Hallův jev). U paračástic však dodnes chybí přímý experimentální důkaz. 
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Může se stát, že v extrémních či silně interagujících stavech hmoty by se parastatistiky 
projevily, ale zatím nemáme empirické potvrzení. 


3.3 Souhrn rozdílů 


Anyony v 2D dokážou plynule propojit bosony a fermiony (libovolná fáze při záměně), do- 
konce i ne-Abelovsky, zatímco parastatistiky (ve 3D) jsou „matice“ na permutační grupě, 
vedoucí k omezeným obsazovacím schématům či neobvyklým komutačním relacím. Oba 
koncepty jsou zobecněním bosonů a fermionů, avšak v různých geometrických (topolo- 
gických) kontextech. 


4 Pauliho vylučovací princip a jeho zobec- 
nění 
4.1 Pauliho princip pro fermiony 


Pauliho vylučovací princip říká, že dvě fermionické částice nemohou zaujímat stejný kvan- 
tový stav. V matematické řeči antisymetrie: 


V(ro, SCE: .) == V(ry, D,.. .) 


znamená, že Ú(r,r,...) = 0. Jinými slovy, totéž uspořádání dvou částic v identickém stavu 
je nepřípustné. 
Ve formální druhé kvantizaci to odpovídá antikomutačním relacím: 


104 al) = Dos 10%; ajj = (al, al) = 0, 


Ť 


jejichž důsledkem je (a;)* = 0 a tedy obsazení stavu |i) vždy nanejvýš jedním fermionem. 


4.2 Zobecnění na parastatistiky 


U para-fermionů řádu p se Pauliho princip rozšiřuje tak, že povoluje nejvýše p částic viden- 
tickém stavu: 
(aj)?*! |o) = 0. 


Díky Greenovým relacím (vysvětleným v kapitole 2.3) je tedy možné mít více než jednu čás- 
tici v tomtéž stavu, ale přesto zůstává mez < p. Pro p = 1 se vracíme ke klasickým fermio- 
nům. 


4.3 Interpretace pomocí reprezentací permutační grupy 


Pauliho vylučovací princip lze v klasickém pojetí chápat jako důsledek antisymetrie vl- 
nové funkce fermionů, která se váže na jednorozměrnou (lineární) reprezentaci permu- 
tační grupy Sw. Pro p-parastatistiky však jednoduchá antisymetrie přestává být dostatečná, 
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MaM: 


Sw je algebraická struktura, která popisuje všechny možné permutace N objektů. Každá 
permutace o € Sy může být reprezentována jako operátor P,, jenž prohazuje příslušné 
částice. U běžných bosonů nebo fermionů je tento operátor jednorozměrný (faktor +1), 
zatímco u paračástic mívá obecně vyšší dimenzi: 


P,Valr, E55: ry) = ba Maso) Vslr(1, r5(2); Sana r+(N))- 
B 


Projektor na danou ireducibilní reprezentaci A lze formálně zapsat jako 


kde dy je dimenze reprezentace a xa(0) je její charakter. Takto lze Hilbertův prostor rozlo- 
žit na vícerozměrné bloky, což přímo souvisí s vyšší obsaditelností stavů i s neobvyklými 
transformačními vlastnostmi při záměně. 


5 Druhá kvantizace paračástic 


5.1 Obecné schéma 


V druhé kvantizaci popisujeme systém operátory, které vytvářejí a anihilují částice v jed- 
nočásticových stavech: 

a z Vella k 
U bosonů a fermionů jsou tyto operátory spojeny s jednoduchými komutačními či anti- 
komutačními relacemi. U paračástic (para-bosonů/para-fermionů) platí Greenovy relace 
popsané v kapitole 2.3, a právě ty zajišťují odlišná obsazovací pravidla i transformace při 
záměně dvou částic. 


5.2 Rozšířené obsazovací limity 
Jak už bylo řečeno, para-fermiony řádu p splňují 


(alyP+ =siji 
což je přímý důsledek oněch trojčlenných (anti)komutačních relací. Tím je dán zobecněný 
Pauliho princip a možnost obsadit jeden stav až p para-fermiony. Pro para-bosony se sice 
neobjevuje totéž „tvrdé“ omezení, ale i tak jejich algebra generuje odlišné fyzikální vlast- 
nosti než u obyčejných bosonů. V praxi to znamená, že mnohočásticové funkce konstru- 
ované s pomocí para-bosonů mají jinak definované statistické korelace než ty standardní 
bosonické, což by se teoreticky mohlo projevit v exotických kvantových jevech. 
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5.3 Konstrukce polí a operátory pole 


V kvantové teorii pole se i pro paračástice dají definovat pole ú(r) a Úř (r) obdobně jako u 
bosonů/fermionů: : , 
ún=X (Da, Úiín=)X dna), 


kde 19;(r)) je ortonormální báze. Rozdíl je v tom, že operátory a;, al musí splňovat Gree- 
novy relace (viz kapitolu 2.3) namísto prostých komutátorů či antikomutátorů. 


5.4 Hilbertovský prostor parastatistiky 


Hilbertův prostor paračástic je mnohem bohatší než u bosonů a fermionů: zahrnuje ví- 
cerozměrné ireducibilní reprezentace permutační grupy Sw. Každá taková reprezentace, 
popsaná Youngovým diagramem, vyjadřuje jiné možnosti obsazení. Operátory kreace a 
anihilace proto v tomto „parastatistickém“ prostoru působí složitěji a typicky míchají více 
složek stavů. V algebraické praxi se pro dané p konstruuje tzv. Fockův prostor tak, aby spl- 
ňoval Greenovy relace, a dbá se na to, aby všechny grupové požadavky (např. B = I)byly 
zachovány. 


6 Porovnání s klasickým (boson/fermion) mo- 
delem 


6.1 Od jednorozměrných k vícerozměrným reprezentacím 


V klasickém modelu jsou bosony a fermiony vázány na jednorozměrné reprezentace (trivi- 
ální a sign reprezentace). Naproti tomu parastatistiky povolují vícerozměrné reprezentace 
permutační grupy, což znamená, že P;; může působit jako £1 nebo obecnější unitární ma- 
tice. 


6.2 Operátory záměny vs. (anti)komutační algebra 
Bosony a fermiony jsou charakterizovány relacemi 
[4 a'] = 0; (bosony), (ai, al) = 0; (fermiony). 


Parastatistiky vyžadují trojčlenné Greenovy relace (kap. 2.3), které vedou k omezení počtu 
částic v témže stavu (para-fermiony) nebo ke změnám v běžných bosonických komutáto- 
rech (para-bosony). Výsledkem je bohatší rodina mnohočásticových stavů, která již ne- 
musí splňovat pouhou symetrii nebo antisymetrii, ale může přecházet mezi různými slož- 
kami vícerozměrné reprezentace. 
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6.3 Geometrická interpretace v rámci permutační grupy 


Zatímco bosony a fermiony lze ztotožnit se symetrickými/antisymetrickými (tj. jednoroz- 
měrnými) reprezentacemi Sy, parastatistiky se vážou k vyšším reprezentacím popsaným 


MM 


bením znaménkem, ale maticovou transformací vnitřního vícerozměrného prostoru. 


7. Závěrečné shrnutí 


Běžné kvantové statistiky v troj- a více-dimenzionálním prostoru dělí částice na bosony 
(symetrie) a fermiony (antisymetrie). Parastatistiky tento klasický model rozšiřují tím, že 
připouštějí vícerozměrné reprezentace permutační grupy, čili při záměnách částic se vl- 
nová funkce nemění jen znaménkem, ale může se maticově promíchat. Tato myšlenka 
vede ke Greenovým relacím v druhé kvantizaci, které obecně kombinují (anti)komutátory 
vícera operátorů současně. V důsledku toho dochází k novým obsazovacím schématům 
(např. para-fermiony mohou připustit až p částic v témže stavu) i k jinému chování než u 
běžných bosonů a fermionů. Anyony v 2D jsou z jiného „soudku“ (braid group místo sy- 
metrické grupy), ale i ony představují zobecnění klasického modelu. Zatímco anyony již 
našly částečnou experimentální oporu ve frakčních kvantových Hallových systémech, pa- 
rastatistiky zůstávají prozatím převážně teoretickou možností bez přímého pozorování. Z 
algebraického úhlu pohledu však tyto teorie dokreslují bohatost kvantových statistických 
možností, které mohou hrát roli v pokročilých modelech hmoty nebo v rozšířených kvan- 
tových teoriích pole. 
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